
实验 8 快速傅立叶变换问题  
 

8.1实验问题 

在数值电路的传输中，为了避免信号干扰，需要把一个连续信号 x(t)先通过取样离散化为一列数值脉

冲信号 x(0), x(1), …… ,然后再通过编码送到传输电路中。如果取样间隔很小，而连续信号的时间段又

很长，则所得到的数值脉冲序列将非常庞大。因此，传输这个编码信号就需要长时间的占用传输电路，相

应地也需要付出昂贵的电路费用。 

那么能否经过适当处理是使上述的数值脉冲序列变短，而同时又不会丧失有用的信息？的经过研究，

人们发现，如果对上述数值脉冲序列作如下的变换处理： 

      
∑

−

=

− −=−==
1

0

/2 1,1,...,1,0,)()(
N

k

Nnki iNnekxnX π

                      （7.1） 

则所得到的新序列 X(0), X(1) , ……将非常有序，其值比较大的点往往集中在某一很狭窄的序列段内，

这将非常有利于编码和存储，从而达到压缩信息的目的。 

公式（7.1）就是所谓的离散傅立叶变换，简称 DFT。现在我们来分析一下计算 DFT所需要的工作量。

如果我们不考虑公式（7.1）中指数项的运算，那么计算其每一个点 X (n) 需要 N次复数乘法和 N-1次的

复数加法。显然当 N很大时，这个工作量也非常巨大。正是由于这个原因，使得 DFT的应用范围在过去很

长的时间里受到了严格的限制。 

注意到公式（7.1）是非常有规律性的，那么能否利用这种规律性来降低 DFT的计算时间？  

 

8.2 问题背景与分析 

1965年，凯莱和塔柯的提出了一种用于计算 DFT的数学方法，大大减少了 DFT的计算时间，同时又特

别适用于硬件处理，这就是所谓的快速傅里叶变换，简称 FFT。 

鉴于 DFT 的数据结构可以通过傅立叶变换的离散化获得，亦可通过三角插值得到，而本质上又同连续傅里

叶分析有着极为密切的关系，因此，本部分将从傅立叶级数级数和傅立叶积分入手，通过离散导出 DFT 结

构的来源，接着分析 FFT的工作原理。 

 

8.2.1傅立叶变换 

 

如果 x(t)是定义在整个实轴上的实值或复值函数，则其傅立叶变换可由下式给出： 
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                               （7.2）  

若对任意参数 f，上述积分都存在，则（7.2）式子确定了一个函数 X(f)，称为 x(t) 的傅立叶变换。如果

已知 X(f) 则利用如下的傅立叶逆变换，还可复原 x(t) ： 
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若 x(t) 和 X(f) 同时满足（7.2）、（7.3）式，则称他们是一个傅立叶变换对，记为 )()( fXtx ⇔ 。。

通常 X(f) 是一个复函数，因此可以写成如下两部分： 

ifIfRfX )()()( +=   ，  1−=i                             （7.4） 

式子中 R(f) ，I(f) 分别是 X(f) 的实部和虚部。将上式表示为指数形式： 
)()()( fiefXfX φ=
    1−=i                                （7.5） 

其中 
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工程技术中，常将 x(t) 看成一时间信号，相应的空间，称为时间域和空域；将其傅立叶变换 X(f) 看

成频率函数，相应的空间称为频域。
)( fX
称为 x(t) 的傅立叶谱，而 )( fφ 称为其相角，这在物理上是

有良好背景的。的譬如此频率的的含义可以这样来理解：应用欧拉公式可将指数项表示成正弦-余弦的形式，

如果把（7.2）式解释成离散项和的极限，则显然 X(f)是包含了无限项正弦-余弦的和，而且 f 的每一个值

确定了所对应的正弦-余弦的频率。 

在以后的叙述中，我们不妨用 t表示时间，用 f表示频率；同时用小写字母表示时间函数，并用相应

的大写字母表示其傅立叶变换。 



傅立叶变换可很容易地推广到二维情形。假设 x(t , s)是连续的和可积的，且 X(f , g)是可积的，则

相应的傅立叶变换对如下： 
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8.2.2离散傅立叶变换 

 

尽管傅立叶级数和傅立叶变换具有非常优美的数学结构，但并不实用，并为他们都无法用有限字长的计算

机作逻辑上的运算。为此，我们必须建立傅立叶变换的数值方法，并由此导出 DFT数据结构的来源。 

 

1）傅立叶积分的离散化 

 

由于傅立叶变换无法用数字计算机进行逻辑运算，工程分析中，通常采用抽样的方法，观测 x(t)的一

些离散值，然后利用数值积分将傅立叶变换离散化。 

函数抽样是函数插值的逆过程，假定用取 2N+1 个互相间隔为 t∆ 的节点的方法，当一个连续函数 x(t) 

离散化为的一个序列： 
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于是当 N充分大时，有： 
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现在我们把（7.9）式中的求积函数当成周期为 tN∆2 的函数，以 Njtj ±±±=∆ ,...2,1,0, 为节点，对

（7.9）式用复化梯形公式做数值积分得 
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对 f 进行离散化，取 1,...2,1,0),/( −=∆= NjtNjf ，  则上式可改写： 
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这就是一维傅立叶积分的离散表达式。 

 

 

 

2）离散傅立叶变换 

 

在上面，我们普便的遇到了带有复指数乘积项的和式。实际上，这种特殊的数据结构可利用以下更为

一般的方式定义。 

给定 N个实或复的数列{x(0), x(1),……x(N-1)}，定义 
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为{x(k)}的离散傅立叶变换，简称 DFT。 

我们指出，（7.11）式可以转化成上述一般形式。这说明（7.12）式与傅立叶变换之间存在内在的联系，

渴望获得与连续傅立叶变换相类似的性质，事实上确实如此。下面我们就来做这件事。 

首先说明，由（7.12）式确定的序列{X(n)}可以恢复为原序列{x(k)}。 

的事实上，在（7.12）式两边同乘以
Nnijne /2
，并对 n从 0 到 n-1求和得： 
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注意到（7.14）式的和式中分子部分为 0，从而 
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今后我们称（7.15）式是（7.12）式的逆变换，并称{x(k)}和{X(n)}为离散傅立叶变换对，简记为

)()( nXkx ⇔ 离散傅立叶变换的这种可恢复性质，在工程技术中有着极为重要的应用。因为，可以通

过抽样获得一组的离散值，并利用 DFT 转换为另一组数据，通过对变换数据的修改以及逆变换，达到对原

数据的修正。这也正是 DFT最具魅力的地方。 

应用 DFT 作数值分析，抽样也变得相当简单。这时，可以抽取函数的任一片断，而无需象傅立叶变换

离散化那样做对称抽样。 

 

8.2.3快速傅里叶变换 

 

本节我们将把注意力集中在如何计算 DFT 上。如果我们不考虑（7.12）式中的复指数部分的运算，则

求解（7.12）式共需要 N * N 次乘法和 N * (N-1)次加法。显然当 N 很大时，其工作量是相当可观的。为

此，凯莱和卡柯提出了一种专门用于处理 DFT的快速算法(FFT), 

大大减少了 DFT的计算时间。 

充分理解 FFT的工作原理，这并不需要高深的数学知识，只要时刻的盯住 DFT的数据结构即可。为了

便于理解，我们先从最简单的情形入手。 

 

1) FFT直观发展 

 

注意到（7.12）式可以表示成一个矩阵运算，而 FFT实际上是一个矩阵分解算法，它对 N的要求有一

定的限制，通常 N取成
r2 ，其中 r是正整数。 

为了更加直观，这里我们假定 r=2, N =4 ，并引进记号 

1,/2 −== − ieW Ni
N

π

                                   （7.16） 

则（7.12）式可改写为如下的矩阵形式： 
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注意到
1=kn

NW
，k为整数，则（7.17）式还可简化为 
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上式以及以后的式子中没有把
0

4W
写成 1 ，完全是为了以后推广的需要。第二步我们要做的是，把上述矩

阵分解为两个矩阵的乘积： 
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上述分解基于以后要讲到的 FFT算法理论，其中第一行和第二行的位置做了变换，，这是 FFT本身所要

求的。以后将会看到，这种交换有利于数据存储，成为输出倒置。今引进 
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则 
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于是求解 X(n)分成了两次矩阵运算。下面我们来分析一下这个过程的工作量。 

计算
)0(1x
需要的一个复数乘法和一个复数加法，即
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这里没有用 1 代替
0
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是因为在一般情况下这一项通常不为 1。计算

)1(1x
同样需要一个复数乘法和一个

复数加法。计算
)2(1x
只需要一个复数加法，这是因为

0
4

2
4 WW −=

，从而 

)2()0()2()0()2( 0
4

2
41 xWxxWxx −=+=

   

其中
)2(0

4 xW
在计算

)0(1x
时已经计算过。同样的原因，计算

)3(1x
只需要一个复数加法。 

总结上述可知，计算
)(1 kx
共需 4个复数加法和个 2复数乘法。类似的，计算

)(2 kx
也需要 4个复数

加法和 2个复数乘法。于是计算 X(n) 共需要 8个复数加法和 4个复数乘法。 

如果直接利用（7.12）式进行计算，则共需要 16个复数乘法和 12 个复数加法。显然，上述分解算法

具有更高的效率，这正是 FFT算法的思想。 

更一般的，对
rN 2= ，FFT 算法将把原矩阵分解为 r 个 NN ×  矩阵的乘积，每个因子矩阵具有

最小数据的复数加法和复数乘法运算。如果推广上述结果，则当
rN 2= 时，FFT需要 Nr/2个复数乘法和

Nr 个复数加法。相应的，直接算法需要
2N 个复数乘法和 N(N-1)  个复数加法，两者的工作量之比为：

乘法 2N/r ，加法 （7.N-1）/r，如果 N=1024  ，则 FFT算法的乘法运算次数将降低为直接法的二百分之

一，显然工作量节省是相当可观的。 

 

2）以 2为底的 FFT算法。 

 

假定 
rN 2= ，则对任何不大于 N的数都可以用不超过 r 位的二进制数表示。譬如，当 N=4 时，则十进

制数 0，1，2，3 可以分别表示成二进制数 00，01，10，11。更一般的，当 n,k < N，可以用二进制重记

为 
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于是（7.12）式可以改写为 
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现在我们来考虑（7.24）式中的每一项，并利用
12 == Nl

N
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以简化之。首先考虑（7.24）式中的第
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类似的，对于（7.24）式中的第二项，有 
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更一般的可得 
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应用（7.25）式，（7.22）式可以改写为 
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利用分次求和，并对中间结果进行标号，上式可进一步改写为如下过程： 
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     （7.26） 

上述递推方程正是凯莱和卡柯关于 FFT算法的原始公式，注意到（7.26）式共有 r 重和式，每重和式

共有 N个方程，每个方程仅需一次乘法运算，因此 FFT算法的总计算量为 Nr次乘法和 Nr 次加法。如果同

时考虑到
2/Np

N
p

N WW +−=
  ，则乘法的运算此书还可减少一半。 

 

3） FFT的数据结构 

 

在公式（7.26）中，我们引进了中间变量
)(),......,(),( 21 kxkxkx r ，然而实际编程运算时并不需要这些

数组。譬如在（ 7.26）式中计算
)0,,......,( 1101 −rkkkx
和

)1,,......,( 1101 −rkkkx
时，只用到了

)0,,......,( 110 −rkkkx
和

)1,,......,( 110 −rkkkx
的值，且在计算其他分量时将不再使用这两个数据点。一

次，我们依然可以把
)0,,......,( 1101 −rkkkx
和

)1,,......,( 1101 −rkkkx
存放在

)0,,......,( 110 −rkkkx
和

)1,,......,( 110 −rkkkx
所在的单元内。对于其他中间变量的存储也是如此，并不需要辅助内存，但最终结

果 X(n) 将在第 'n  单元找到。其中 

)2......2( 1
1

10 −
−+++= r

r nnnn
，

)2......2(' 0
1

21 nnnn r
rr

−
−− +++=

 



例如当 N = 4时，由于 0，1，2，3 克表示成二进制数 00，01，10，11 ，于是 



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


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===
===
===

===

),3()1,1()1,1()3(
),1()1,0()1,0()2(
),2()0,1()0,1()1(
),0()0,0()0,0()0(

22

22

22

22

xxXX
xxXX
xxXX

xxXX

 
这就是为什么（7.19）式中 X(1)和 X(2)错位的原因。 

     

 

以上我们给出了以 2为底 FFT算法。FFT算法还可以以其他的自然数为底进行计算，读者可以自己推

导。 

 

8.3 算例： 

考虑函数： 

T 0.5 0.75 1 1.25 

Y(t) 2 3 4 4 

令 x(k)=y(0.5+0.25*k),k=0,1,2,3 ，则得到如下的离散抽样函数： 

K 0 1 2 3 

X(k) 2 3 4 4 

利用这四个抽样值进行傅立叶变换如下： 
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